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1 Introduction

Dans tout le mémoire, on considérera que K = R, C ou encore F, pour ¢ = p*
avec p premier. Les références principales sont le livre de Orlik et Terao [3] et celui
de Stanley 4], ainsi que I'exposé Bourbaki de Cartier [1].

Soit A C K™ une collection finie d’hyperplans, et soit M(A) = K™\ U H le

HeA
complémentaire de cet arrangement.



Si K=RouK =C, M(A) est muni de la topologie induite par la topologie
métrique de I’espace affine K", et on peut se poser des questions sur les propriétés
topologiques de cet espace.

Par exemple si K = R, on s’intéresse au nombre 7(A) de composantes connexes
de M(A).

Si K =, on peut se demander combien d’éléments ’ensemble fini M (A) posséde-
t-il.

On a découvert que beaucoup d’invariants associés 4 un arrangement A dépendent
uniquement de son treillis d’intersection L(.A).

Dans notre mémoire, nous introduisons ce treillis L(.A) (voir le chapitre 3), puis
le polynome caractéristique x(A,¢) (voir la définition 4.8), et nous démontrons le
théoréme d’omission-restriction (voir le théoréme 6.1) qui nous permet de faire des
démonstrations par récurrence sur le nombre d’hyperplans |A| de I'arrangement
A.

Dans cette démonstration, nous corrigeons une erreur présente dans le livre de
Stanley [4] (voir la remarque 6.8).

Une conséquence spectaculaire de ce théoréme est la formule de Zaslavsky (voir le
théoréme 7.1) qui dit que

r(A) = (=1)"x (A4, -1).

En utilisant ce résultat, nous donnons une nouvelle preuve d’une formule classique
de Roberts obtenue en 1889 (voir le théoréme 7.2).

Si les équations des hyperplans d’un arrangement A C R™ ont des coefficients
entiers, alors en utilisant la composition des morphismes suivants

Z — Z/pZ =TF, — F,

on obtient un arrangement flq C F,” pour tout ¢ = p°, ol p est un nombre
premier.
Le résultat principal du chapitre 3 est ’égalité :

~

|M(A))] = x(A, q)

pour presque tous les nombres premiers p.

Une question ouverte est de savoir si de telles formules existent pour la fibre
de Milnor F(\A) associée & un arrangement A (voir le chapitre 9).
On sait qu’une telle égalité ne peut pas avoir lieu pour la plupart des arrangements
centraux dans C3, par exemple pour I'arrangement donné par 1’équation
xyz(x +y+ 2) =0 (voir 'exemple 9.7).
Dans une telle situation, on aimerait savoir quel est le comportement de la fonction
q— |F(A,)| et ceci est le but de la derniére partie de notre mémoire.

2



2 Arrangements d’hyperplans affines et projectifs

Définition 2.1 Soit V un K - espace vectoriel de dimension n.

1. On dit que H C'V est un hyperplan si H est un sous espace vectoriel de V'
de dimension n — 1.

2. Un ensemble fini A = {H,}ic; d’hyperplans est appelé arrangement d’hyperplans.

3. On dit que H C V' est un hyperplan affine st il existe v €V et Hy CV un
sous espace vectoriel de dimension n — 1 tels que H = v + H,.

4. On dit que A = {H;};cr est un arrangement affine si les H; sont des hyper-
plans affines.

5. On dit que Uarrangement affine A est central si ﬂ H; # @. Par une trans-

i€l
lation on supposera alors que 0 € ﬂ H;.
i€l
6. On dit que l'arrangement central A est essentiel si ﬂ H; = {0}.
iel

7. On dit qu’un arrangement central A est générique si pour toute famille

{H,...,H}CAona:
codim(Hy N ...N H,) = min{p,n}.
En particulier, sip >n on a Hy N ...N H, = {0}.
Exemple 2.2 1. L’arrangement de Boole : dans K", ["arrangement de Boole

est la réunion des hyperplans coordonnées : x; = 0, 1 < i < n. C’est un
arrangement central de n hyperplans, qui est essentiel.

2. L’arrangement des tresses : dans K", ["arrangement des tresses est la réunion
des hyperplans : H; ; »xv;—xz; = 0, 1 <@ < j < n. C’est un arrangement
central de (72‘) hyperplans, qui n’est pas essentiel car

NH;; =D

ou D est la droite définie par x4 = x9 = ... = x,,.
3. Un exemple d’arrangement générique :
Uarrangement de K3 défini par l'équation xyz(x +y + z) = 0.

Définition 2.3 (espace projectif)
Soit V un K - espace vectoriel, alors U'espace projectif P(V) = V\{0}/K*, est
l’ensemble des droites de V' passant par l'origine, donc ’ensemble quotient pour la
relation d’équivalence sur V\{0} :

u~veJaeK | u=aw.
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On notera P(K") = P,

Soit H C V un hyperplan. Alors H = H\{0} /K* C P(V) est un hyperplan projectif
dans P(V'). La correspondance H — H' établit une bijection entre les arrange-
ments centraux dans V' et les arrangements projectifs dans P(V).

Exemple 2.4 On a par exemple :

- P2 = C\{0}/C* = {point}.
- PL=C?\{0}/C* =~ S* =C U {oo}.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.5 L’espace projectif Px" est une compactification de l’espace vecto-
riel K® et Pg" \ K" = Pg" L.

Il y a une relation étroite entre un arrangement central A et ’arrangement projectif
associé A’. Par exemple on a le résultat suivant :

Proposition 2.6 Soit A un arrangement d’hyperplans central non vide dans K".
Soit A" Uarrangement projectif associé dans Px" . On pose

M(A) =K'\ | JH et M(A) =P '\ | H.

HeA H'eA

Alors il existe une bijection naturelle
M(A) ~ M(A") x K*.

Démonstration :
Soient H € A et ly(x) = ayz1 + agzs + ... + a,z, une équation linéaire telle que
H={zeK"|lg(z)=0}.
On définit f et g par :
[0 M) — M)XK, f(2) = (], ln(2)), et
g M(A)xK — M(A), g(lz],a) = {5z
oil [z] est la classe de = dans Px" .
On a que g est bien définie, car g(x) ne dépend pas du représentant de la classe
de z.
En effet, si [z]" est un autre représentant de la classe de z, alors il existe un u
dans K*, tel que [z]' = wu.[z] et on a bien g([z|',a) = g(u.[z],a) = g([u.x],a) =
Z}I(#x) u.xr = m x.
Enfin, on a go f =Idet fog=Iddonc g= f~! et on a bien une bijection entre
les deux ensembles.




Notations :
Soit A un arrangement d’hyperplans dans V. On pose

LA ={X=HnN.NH|H,.HecA X+
Si X € L(A), alors on définit
Ax ={HeA| XCH})et AX ={HNX | He AAAx, HNX # o }.

Définition 2.7 (suppression et restriction)
Soit A un arrangement d’hyperplans non vide, H € A. On pose :

A’ :A\{H}, et A7 = A" = {HlﬂH ‘ H, € A/, HlﬁH#Q}

On dit que (A, A’ A”) est un triplet distingué d’arrangements.

Les triplets distingués d’arrangements sont particuliérement intéressants car ils
vont nous permettre de faire des démonstrations par récurrence sur le cardinal
d’'un arrangement A, comme dans le théoréme 7.1 ou encore le théoréme 8.9.

3 Treillis d’intersection et ses propriétés

On munit L = L(A) d’une relation d’ordre < telle que pour tous X,Y € L(A):
X<Y & XDV
On pose aussi :

X<Y & (X<Yet X#£Y).

Définition 3.1 Un treillis L est un ensemble ordonné possédant un plus petit élé-
ment 0, un plus grand élément 1, et tel que les bornes inférieure x Ay et supérieure
x V' y existent pour tous x ety dans L.

On appelle atome un élément minimal de L distinct de 0.

Exemple 3.2 Soit A un arrangement central dansV', < la relation d’ordre définie
par :

X<Y & XDV



alors L(A) est un treillis.
De plus, ona : 0=V et 1 = ﬂ H = V4.

HeA
Les atomes sont les hyperplans.

Soient X etY dans A, alors X VY = XNY e XAY = ﬂ H.
HDOXUY , HeA

Définition 3.3 (treillis d’intersection)
Si A est un arrangement central, L(A) muni de la relation d’ordre définie comme
dans l'exemple 3.2 est appelé treillis d’intersection de ’arrangement A.

Définition 3.4 (treillis géométrique)
On dit qu’un treillis L est géométrique si

1. Vz € L, Jay,as,...,a, des atomes tels que t = a;VasV...Va, = ((a1Vay)V
as)... V a,...)). Le v minimal est appelé rang de x, noté r(x), et on définit

r(L) =r(1)
2. e <y = r(z)<r(y)
3. r(xVvy) +r(xAy) <r(z) +rly) Vr,y el

Proposition 3.5 Soit A un arrangement d’hyperplans central dans V = K", alors
L(A) est un treillis géométrique tel que

r(X) = codim(X) = dimV —dim X.
En particulier,

r(L(A)) = r(Va) = codim(Vy,).

Démonstration :

1. Il est clair que X € L(A) est un atome si et seulement si X = H € A.
Or,siX = H; N..NH;, ,oiles H;sont dans A, alors X = H; V..V Hi,
et le premier point est vérifié.
De plus, p est minimal si et seulement si
Hil 2 Hi1 N HiQ 2 2 Hi1 N...N Hip~ Or COd’im(Hh) =1 donc
codim(H;, N H;,) =2 ... codim(H;, N...N H; ) = p. On a donc bien
r(X) = codim(X).

2. X <Y &Y & Xdone dim(X)>dim(Y) = r(X) <r(Y).

3. on démontre ce point a partir de I'inégalité :

dim(X)+dim(Y) = dim(XNY) +dim(X+Y) < dim(XVY) + dim(XAY).



Définition 3.6 (semi-treillis)
Un semi-treillis L est un ensemble partiellement ordonné tel que la borne inféricure
x Ay existe pour tous x,y dans L.

Exemple 3.7 Si A C V est un arrangement affine, alors L(A) est un semi-treillis
ayant pour plus petit élément 0 = V.

Lemme 3.8 Un semi-treillis fini qui admet un unique élément maximal est un
treillis.

Démonstration :

Soient = ety dans L. Il suffit de prendre z Vy = /\ z qui existe bien car
r<z,y<z
I'ensemble {x < z,y < z} est fini et non vide.

Proposition 3.9 Soit A un arrangement, alors L(A) est un semi-treillis. En par-
ticulier, pour tous X,Y dans L(A), [ X, Y] ={Z € L(A) | X < Z <Y} est un
treullis.

En outre, L(A) est un treillis < Aest central.

Démonstration :
on a que L(A) est un ensemble partiellement ordonné et si X,Y sont dans L(.A),
XAY = N H+# @, car XAY DX #£0.

HDOXUY , HeA
Ainsi, L(A) est un semi-treillis. De plus, [X, Y] est un semi-treillis fini admettant

pour unique élément maximal Y et c’est donc un treillis d’aprés le lemme 3.8.
Montrons enfin L(.A) est un treillis < Aest central.
«<:si A est central, alors ﬂ H est non vide, et c’est le plus grand ¢lément de
HeA
L(A). Ainsi, L(A) = [0, 1] est un treillis (avec 0 =V ; 1= ﬂ H).
HeA
=: L(A) est un treillis = 3X € L(A) un élément maximaT

= HOXVHe A= ﬂHDXﬁAestcentral.
HeA

4 Polynome caractéristique

Définition 4.1 Soit L un ensemble fini ordonné par une relation <. On pose
r<y & xz<yetx#y.

Soient x,y € L, x <y, et p> 0. On appelle chaine de longueur p de x a y toute
suite xg, 1, ..., T, d’éléments de L telle que
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T=290 < 21 < ... < Tp=1Y.

On note Cy(z,y) le nombre de chaines de longueur p de x a y.
Remarque 4.2 Cy(z,z) =1, Cy(z,y) =0 six <y, et Cp(x,z) =0 sip > 1.

Définition 4.3 Soient x,y € L, x < y. On définit la fonction de Mdébius-Rota de
L par la formule :

p(ey) = Y (=1)P.Cylz,y), pr(z,y) =0 siz £y.

p

Le lemme suivant caractérise totalement la fonction de Mobius-Rota :

Lemme 4.4 1] existe une unique fonction uy : L x L — 7Z telle que

et

Z ML(x7Z) =0= Z ,U/L(Z7y) st x < Y. (42)

w<z<y w<z<y

Notations : Si 0 existe, on note ur(z) = pr(0,z).
Remarque 4.5 La méme définition marche aussi si L est un semi-treillis.

Exemple 4.6 (Le treillis des parties d’un ensemble)
Soit S un ensemble fini et P(S) lensemble des parties de S. Soit < la relation
d’ordre telle que

A<B & ACB.

On montre facilement par récurrence que u(A, B) = (—1)/BI=14l,

Proposition 4.7 (Formule d’inversion de Mdobius-Rota)
Soient G un groupe abélien, f : L — G et g la fonction sommatoire associée :

Alors on a la formule d’inversion suivante :

fl@) =Y prly.2)g9ly) Vae L

y<z



De méme, si g(x) = Zf(y), alors on a la formule :

y>z

f@) = pul,y)gly) Vae L

y>z

Définition 4.8 (Polynéme caractéristique et polynome de Poincaré)
Soit L un treillis géométrique. On définit le polynéme caractéristique combinatoire
de L par la formule :

p(Lt) = pp ()W),

xzeL

Si L = L(A), on utilise la notation p(A,t).
On appelle polynéme caractéristique de A le polynome :

XA = > ppy(a)im.
x€L(A)

Enfin, on définit le polynome de Poincaré de l’arrangement A par :

mA) = S (@) (<)@,

z€L(A)

Remarque 4.9 On a que :
1. sie=dim(Vy),
X(A 1) = tp(At) et p(A0) = pr(l) = pr(Va).
En particulier, si A est essentiel, x(A,t) = p(A,t).
2. les polynomes x(A,t) et w(A,t) peuwvent étre définis pour un arrangement

affine en utilisant les mémes formules et le semi-treillis L(A).

Exemple 4.10 On peut montrer que :

1. si A est l'arrangement de Boole dans R™ ou C", alors
X(At) = p(At) = (E—1)"
2. si A est 'arrangement des tresses dans R"™ ou C", alors
p(A,t) = (t—=1)(t—2)...(t —n+1),
XA t) = tlt—1)(t—2)...(t —n+1).

3. Si A={Hy,...,Hy} est un arrangement générique dans R™ ou C" formé de
d hyperplans, alors



WA = 35 @Dk 1 3 () (1k (1)

k=0 k=n+1

Démonstration :
Démontrons 3. en distinguant deux cas :

— si 1 <d < n, alors on a un isomorphisme de treillis :
¢: (L(A), <) — (P(9),9), S=11,...,d}
tel que ¢(ml€]HZ) = I, gb(Rn) =, ¢(H1 n...N Hd) =S.
En effet, ﬂie[Hi = ﬂieJHZ‘ S I1=J, et miEIHi < mieJHi s 1 CJ.
Ainsi, si X = NierH; alors 4y (X) = pps)(¢(X)) = (=) = (=1)dm) qapres
I’exemple 4.6 et on a :

= > ppaX)EmX = Z Z (—1)kt"k22(z>(—1)ktnk

XeL(A) = XeL(A k=0
dlm(X)—n k
="t — 1)

— Si d > n, cette fois-ci nous ne pouvons pas trouver un isomorphisme de
treillis entre L(A) et P(S) car 'écriture de {0} n’est plus unique.
Cependant L(A) = {0}UL(A),, avec L(A), ={H,N..NH; |k<n—-1}.
Soit E ={B C S||B| <n—1}. On a une bijection d’ensemble entre L(.A),
et I.

En effet, & un élément H;, N...N H;, de L(A), correspond un unique
B {2'1,.. ,ixt de E. Ainsi,

Z pray (X X)ttmX = prea({0}) + Z HL(A X)gtim&

XEL(A XeL(A
n—l
_ d "

— ({0 +Z PRI ’fzuLw({om (k)<—1>’ft :

=0 XeL(A), k=0

dzm(X) n—k
Reste a calculer ,uL(A)({O}) o
On & que piza(10}) = 2y (0, 10}) = 12 (0,1).
Or Z pray(0,2) = 0 d apres le lemme 4.4.
0<2<1

Ainsi

12,4 (0,0) + (9) pray(0, Hy) + (3) oy (0, Hi N Hy) + ... +

(7)) 1oy (0, Hy 0o N H;, ) + pay({03) = 0.
D’ou

fia)({0}) = —[pr(0,0) + (¢ ),UL( (0, H) + (9) ML(A)((_)de’ N H;) +
Dm0 1 )= 5 (= 3 (1

k:n
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5 Nombre de régions

Définition 5.1 Soit A un arrangement d’hyperplans réels, et M(A) = R™\ U H.
HeA

On appelle région de A toute composante connexe de M(A) et on note r(A) le
nombre de régions de A.

Exemple 5.2 Considérons un arrangement A composé de n droites quelconques
dans le plan R2. La formule de Roberts, que nous ne démontrerons pas ici, assure
que dans ce cas

It

A =1 () - (5 - ().

avec m points de multiplicités a1 > 3, ..., a,, > 3 , et p familles de droites paral-
leles comportant by > 2, ..., b, > 2 éléments.

=1

Définition 5.3 Soit A un arrangement d’hyperplans réels. Pour chaque H € A,
sotent ug € R" et ay € R tels que :

H={zeR" | <zug>+ayg =0}
Pour chaque H dans A, on associe H Uhyperplan défini par :
H={zeR" | <zugy>=0}

Notons maintenant VA = ﬂ H. Deuz cas se présentent alors :
HeA
1. V4 = {0} : on dit que A est essentiel, et qu’une composante connexe de
M(A) est relativement bornée si elle est bornée.

2. Vu # {0} : on dit qu’une composante conneze C de M(A) est relativement bornée
s L
st CNVy  est borné.

On note b(A) le nombre de composantes connezes relativement bornées de M(A).

Exemple 5.4 - Si A = @, alors M(A) = R" est relativement bornée car
-1
Vi = {0}.
-8 A = {H}, alors M(A) = R"\H a deur composantes connexes mais
b(A) = 0.

Nous allons voir maintenant quels sont les liens entre le polynéme caractéristique
d’un arrangement A et les invariants 7(A) et b(A). Nous aurons tout d’abord be-
soin du lemme suivant :
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Lemme 5.5 Soit (A, A", A”) un triplet distingué d’arrangements. Alors on a :
1. r(A)=rA) +r(A").

2. b(A) = b(A) +b(A”)  sirang(A) = rang(A’)
' o si rang(A) = rang(A’) + 1
otrang(A) = codim(Vy), rang(A) = codim(Va) et rang(A”) = codim (V).

Démonstration :

Préliminaire :

Montrons que rang(A) = rang(A”) + 1.

Si A= {Hoy, Hy, ..., Hp}, A" = A\{Ho}, A” = {HoN Hy, ..., Hy N Hy}, notons
N(A) = vect{upn,, un,, ..., um,} = Vi

Pour chaque i € {1,...,p} , on note u} la projection du vecteur ug, sur I'hyper-
plan H,.

On a donc que vect{up,, um, } = vect{um,, uy,} et

N(A) = vect{um,, um,, ..., um, } = vect{umy, wy, ..., uy } = up, R ® vect{uy, ..., uy }
=ug,R® N(A").

On en déduit que rang(A) = dim(N(A)) = dim(N(A”)) +1 = rang(A”) + L.
Revenons a notre démonstration.

1. Si A = A U {Hy} , alors r(.A) vaut r(A") auquel on ajoute le nombre de
régions de M (A’) coupées en deux par Hy. Or a chaque composante connexe
de M (A") coupée en deux par Hy correspond une unique composante connexe
de M(A”).

Réciproquement, a chaque composante connexe C” C M(A” ) correspond
une composante connexe de M(A") qui a été coupée en deux par Hy.

Il y a donc une bijection entre les régions de A’ coupées en deux par Hy et
les régions de A”.

. /

Hy

o
\
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Al

A?’

2. (a) Sirang(A)=rang(A’), alors dim (VAL) = dim (Vivl). De plus
Vi CVy, dou V;vL C VAL, donc VAL = V:AIL.

—Si V4 =Vy = Vg = {0} alors les composantes connexes rela-
tivement bornées de M (.A) sont les composantes connexes bornées
de M(A). Elles contiennent les composantes connexes bornées de
M (A’) non intersectées par Hy auxquelles on ajoute les composantes
connexes bornées résultant de I'intersection d’une région Cy de M (A")
avec Hy.

Par cette construction, une région bornée de A’ donne naissance a
deux régions bornées de A et une région non bornée de A’ donne
naissance a une seule région bornée de A.

S SiVy =V = Ve # {0}, alors soit 1 < m < n —1 tel que

dim(Vy) = dim(Vy) = dim(Va) = n —m.

On peut choisir les coordonnées w1, ..., z,, sur K" tel que :
E=Vji:z1=29=...=2,=0¢e¢t Hy : 11 =0.

< L
Onpose E=V,4 : 2y =..=z,=0.

Si H € A, alors pour ce choix de coordonnées [ (z) s’écrit
lg(z) = anzy + ... + apry, (iln’y a pas de composante en
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Tinaly ey Tn ), dOU lg(2) = ey + ... + @y + 5.
On a donc une bijection entre 'arrangement A de R” et I'arrangement
B={HNE|H¢c A} de E :
onaque R*=FEx E' doncVHe A, H=(HNE)x (HNE)
= (H N E) x E' pour ce choix de coordonnées.
Ainsi le nombre de composantes connexes relativement bornées de
M (A) correspond au nombre de composantes connexes bornées de
M (B) dans E, ce qui nous raméne au cas précédant.
(b) Si rang(A) = rang(A’) + 1, alors dim(Vy) = dim(V,) + 1.
— commencons par étudier le cas particulier ou V4 = {0}.
Dans ce cas, dim(V;v) =1 et Vy est une droite.
On peut choisir les coordonnées x4, ..., x, sur K" tel que :
V;V txo=... =x, =0.
Alors 'hyperplan H est défini par une équation linéaire de la forme
lg, () = a121 + ... + apx, + 5 avec a; # 0.
On peut supposer a; > 0.
Soient maintenant C' une composante connexe de M(A) et p € C,
alors Iy, (p) # 0.
Supposons par exemple Iy, (p) > 0. Alors la demi-droite
{p+ter;t>0}, e =(1,0,...,0)
est contenue dans C qui n’est donc pas bornée.
— Si V4 # {0}, on a évidemment toujours dz;m(V;l/) = dim(Vy) + 1.
m, di

Soit alors 1 < m < n —1 tel que dim(V4) = n — m(Va) =
n—m+ 1.

On peut choisir les coordonnées sur K™ tel que :

VA: r1=..=x,=0 et \/:4/: To = .. =, =0.

On a donc : .

Vi i 2p1=... =2, =0etVy : 21=0,20p01=0,... =2, =0.

Pour ce choix, les hyperplans de A’ sont définis par une équation
linéaire de la forme asxo+... +apx,, + 6 = 0, et Hy par une équation
linéaire de la forme ayx; + asxs + ... + apx, + Po = 0 avec a; # 0.

< L _ )
OnaqueVy = V4 xKey,doncsiC est une composante connexe de

) ~ 1 . .
M(A), alors CNVy, = CNVy4 o xKey est un cylindre. Ce cylindre est
coupé en deux par H car a; # 0, et donc les composantes connexes

. > L . . .
de M(A) intersectées avec V4 sont des demis-cylindres qui ne sont
pas bornés.

6 Théoréme d’omission-restriction

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :
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Théoréme 6.1 (théoréeme d’omission-restriction)
Si (A, A", A”) est un triplet distingué d’arrangements, alors

X(Av t) = X(A/vt) - X(A”’t)'

Mais avant nous avons besoin d’introduire de nouvelles notions.

Nous allons maintenant nous intéresser a [’algebre de Mdbius associée a un
treillis L, notée A(L).

AL)={> o,z | ap, eR, z € L}.

Pour tous x,y dans L on définit : x.y =z V y.
L’algébre de M&bius est isomorphe en tant que R—algébre a RIZ (voir le théoréme
6.2). Pour chaque = dans L on pose 0, = ZML(w,y).y € A(L).
y2x
La formule d’inversion de Mobius de la proposition 4.7 donne :
x = Zay ce qui montre bien que {0} ., est une base de A(L) en tant que

y2x
R—espace vectoriel.

Théoréme 6.2 Soit L un treillis fini. Soient x,y dans L.
Alors 05.0y = 04y.0, et de plus on a un isomorphisme de R-algébres :

A(L) = PR,

Démonstration :
On introduit une autre R—algébre A’(L) ayant pour base {o,'}, ., et telle que
o, .0y = 6yy.0,.
Ici, {0,/ }zer est une collection des symboles, en bijection avec la collection {0, }rer,
que l'on avait déja.
L’application ¢ : A(L) — A’(L) induite par o, — o,’ est un isomorphisme
d’espace vectoriel.
D’autre part, soit © € L, on a 2/ = ¢(z) = Zay/ € A(L),et

y>x
vy =0 o) o)=Y o) = @vy
s>x t>y u>xVy

On a donc un isomorphisme de R-algébres ¢ : A(L) — A(L)".

Ainsi ¢(0,.0y) = ¢(0, V 0y) = (0. V 0y) = 0,,.0, = 03y.02" = P(0ry-0z),
et comme ¢ est injective, on en déduit que 0,.0y = 04y.0, .

De plus, les 0, étant orthogonaux on a la somme directe :
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A(L) = EPRo..

Venons en maintenant au théoréme de la section :

Théoréme 6.3 (théoreme de la section)
Soit L un treillis fini de cardinal n. Soit X dans L tel que 0 ¢ X et tel que :

siye L ety +#0, alors il existe un v € X tel que x < y.

Soit Ny, le nombre de sous ensembles {x1,...,x;} a k éléments de X tels que
21 VaaV .. Vo, =1. Alors

IUL(G, I) = NQ - Nl + Ng — ...+ (—1)”Nn

Démonstration :
Pour tout x dans L, on a que 0 —z = 1.0 — 1.z € A(L) et

=Y 0 -Y0=Y0

>0 s> tha

et comme les 0; sont orthogonaux,

H(G—x):Zay, oy fux VreX
v

H(ﬁ —x) =05 = ZuL((_),y)‘y.

zeX y>0

Maintenant, si X = {x,x9,...,2,}, alors en développant [](0 — z;) on trouve
i=1

que 1(0,1) , le coefficient de 1 vaut bien Ny — N; + Ny — ot (—=1)"N,.

Exemple 6.4 Soit B le treillis des parties de l’ensemble S = {1, ...,n}. Ce treillis
est isomorphe au treillis d’intersection L(A) ot A est Uarrangement de Boole
constitué des hyperplans coordonnées

Onaquel={0}=H VH,V..VH, e¢ Ny=..=N, =0, N,=1.

Ainsi, en appliquant le théoréme de le section 6.3 avec L = L(A) et X = {H, ..., H,}
on trouve : fir4)(0,1) = (=) dou ps(2,9) = (—1)1%.

Définition 6.5 Soit A un arrangement affine de K". On dit que B C A est un

arrangement central si ﬂ H # .
HeB

16



Théoréme 6.6 (théoréeme de Whitney)
Soit A un arrangement affine de K".

XA = 30 ()
BCA

Bcentral

Démonstration :
Soit Z € L(A). On considére Ay = {X € L(A) | X < Z} qui est un treillis
d’aprés le lemme 3.8 car c’est un semi-treillis fini qui posséde un unique élément
maximal Z. On peut donc utiliser le théoréme 6.3 de la section avec
L=Az;, X=X;,={He A| H<Z}
En effet, 0 =V ¢ X .
Soit Y € Ay , Y #0 , et soient H;,, H,,,...,H;, € A tels que
Y=H,NH,N..NH;.Onaque ZC HVk € {i,...,1i,}, donc les hyperplans
H“,HZQ, ..., H;, appartiennent & X, et Hy <Y Vk € {i1,..., 0}

D’apres le théoréme 6.3 on a que u(0,1) = u(0,2) = u(2) = Z (—1)*N(2)

k
ou Ni(Z) est le nombre de sous ensembles {H;, , H;,, ..., H;, } de X} & k éléments
tels que H;, N..NH,;, =7 # @.
Un tel sous ensemble B est un arrangement central qui vérifie
rang(B) =n — dim(Z). On peut donc écrire :

u(z)'tdimZ — Z (_1>|B\ ) 25n—mng(l§)
BCXz
z=NpgepH

et

X(At) = Z w(Z).t4m% = Z Z (—1)IBl ¢ n-rang(8)

ZeL(A) ZeL(A) BCXz 7
Z=NHgen

Or en parcourant tous les Z € L(.A) on trouve tous les arrangements centraux de
A et inversement : & chaque arrangement central By de A correspond un Z; de
L(A) tel que Zy = Nyep,H # @. Ainsi :

Z Z (_1)\B| tn—romg(B) _ Z (_1)|B| tn—rcmg(B)'

ZEL(A) BCXy

7= mHGBH Bcentral

Exemple 6.7 Donnons maintenant un exemple de calcul du polynéme caractéris-
tique d’un arrangement A € R? :
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Les arrangements centrauzr de A sont :
— @& de cardinal 0 et de rang 0
- {A}, {B}, {C} et {D} de cardinal 1 et de rang 1
- {A,C}, {A, D}, {B,C}, {B,D},et {D,C} de cardinal 2 et de rang 2
- {A,C, D} de cardinal 3 et de rang 2.
Ainsi x(A,t) = t? — 4t + 4.

Nous avons maintenant toutes les cartes en main pour pouvoir démontrer le
théoréme d’omission-restriction.

Démonstration du théoreme d’omission-restriction :

Soient (A, A’; A7) un triplet distingué d’arrangements dans K" et Hy € A tel que
A’ = A\{Ho}
A" ={HNHy|H € A’} . D’aprés le théoréme 6.6 de Whitney on a que

XA ) = Y (—1)Blgnorena(®)

BCA
B central
X(A, t) = Z (_1)|B| tn—ranQ(B) + Z (_1)|B| tn—rang(B)
BCA BCA
B central Bcentral
HogBs HoeB
d’ou :
X(A, t) = Z (_]_)|B‘ . tn—rang(B) + Z (_1)\5\ ) tn—rang(l’j’)
i s {5
B’ central [C—]eone%a
(A1) = x(A,t) + Z (—1)IBl, gn-rang(5)
BCA
B central
HoeB
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ainsi pour démontrer I’égalité demandée, il faut montrer que la derniére somme
vaut —x (A", 1).

Or, a chaque arrangement central {Hy, Hy, ..., Hy} de A correspond en prenant la
trace sur Hy un arrangement central de A" : {HoN Hy, ..., Hy N Hy}.

Nous pouvons donc écrire :

Z (_1)\B| tn—rang(B) _ Z Z (_1)|B| tn—r‘ang(B)

BCA BiCcA” BCA
B central Bicentral Bcentral, HyeB
HoeB latracede B sur Hg est By
§ (_1>|B\ tnfrang(B) _ § tnfrang(Bl) ) E (_1)|B|
BCA BiCA” BCA
B central Bicentral Bcentral, HyeB
HoeB latrace de B sur Hyg est B1

Il suffit donc de montrer que

Z (=Bl = —(=1)Bl,

BCA
Bcentral, HyeB
latrace de B sur Hg est By

Soit By = {H,", Hy”,...,H,”} un arrangement central de A” de cardinal p.
Soit Bmaz‘ = {Ho, Hl, 7Hi1a Hi1+17 7Hi1+i27 7Hi1+...+ip_1a 7Hi1+“.+ip} tel que :

- Hl” = HO ﬂHl = .. = HO ﬂHll et
HoNH, #H" Yi#1,...,i1.
- HQ” = HO N Hi1+1 = ... = H() N Hi1+iz et

HQHHZ‘ 7£H2” \V/Z7'é i1+1,...7i1+i2.

- H =HoNHiyy . yip 1= . =HoNHyy 4, et
HoNH,#H,” Yi# i1+ ... +ip1+1, o, 14 ...+
Binae est central, il possede 1+, + ... + 17, éléments.
Soit maintenant un arrangement central B de A contenant Hj et tel que sa trace
sur Hy est By. Pour construire un tel arrangement il suffit de choisir
j1 hyperplans parmi {Hy, ..., H;;} — j1 €{1,...,01}
Jo hyperplans parmi {H;, 1,..., Hi,vi,} — Jo € {1,... i}

jp hyperplans parmi {H; 4 i, 41,0 Hiprogi, b = Jp € {1,000}
Ainsi :

card(B)=p+1 — (%) ...(") possibilités
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card(B)=p+2 — Z (;1) (;p) possibilités
1 D
card(B)=p+k — Z (;1) (;p) possibilités
1 D

a1+...+ap=p+k—1
a;>1

card(B) =141y + ... +1i, — une seule possibilité, c’est B q.-

D’ou :
1+i1+...4+ip—p . .
) CoE =Y Y ()()
a a
BCA k=1 ar14..4ap=p+k—1 1 P
Bcentral, HyeB a; >1

latrace de B sur Hg est By
14+i1+...4ip—p

Z (_1)IB| _ Z Z (_1)a1+...+ap+1.(211> C;;)

BCcA k=1 a1+...+ap=p+k—1
Bcentral, HyeB a;>1
latrace de B sur Hy est By N

e (o) (o0

BCA 1<a1<i1 1<ap<ip
Bcentral, HyeB
latrace de B sur Hg est By

> (=D = (=17 car (—1)1(“7) — 0 VmeN".

BCA
Bcentral, HyeB
latrace de B sur Hg est B1

Finalement on a bien :

Z (—1)Bl = —(—1)IB]

BCA
Bcentral, HyeB
latrace de B sur Hg est By

ce qui termine la démonstration du théoréme.
Remarque 6.8 Dans le livre de Stanley [4] qui nous sert de référence principale,

cette preuve n’est pas correcte car 'application qui a un arrangement central B de
A contenant Hy associe la trace de B sur Hy n’est en réalité pas une bijection entre

{B C A|Bcentral, Hy € B} et {B, C A" | By central }.
7 Application au calcul du nombre de régions

Nous allons voir qu’il est possible de calculer les invariants r(.A) et b(A) a partir
du polynoéme caractéristique d’un arrangement A de R™. C’est le théoréme de Tho-
mas Zaslavsky, dont la preuve repose essentiellement sur le théoréme d’omission-
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restriction.

Théoréme 7.1 (théoréeme de Zaslavsky,1975)
Soit A un arrangement dans R", alors

1. r(A)=7n(A1) = (-1)"x(A, —1)
2. b(A) = [7(A, —1)| = (=1)" Ny (A, 1)

Démonstration :

1. Posons p(A) = (—=1)"x(A, —1) , B(A) = (=1)"9A)\ (A, 1).
On a que plA) = p(A) + p(A) (3
Pour voir cela, on utilise le théoréme d’omission-restriction 6.1 qui dit que
X(A,—1) = x(A',—1) — x(A”,—1) puis on multiplie les membres de cette
égalité par (—1)".
On conclut en utilisant : p(A”) = (—1)""1x(A”, —1).
Comme |A'| < |A| et |A”| < |A|, on peut faire une démonstration par ré-
currence sur |A| .

— Si |A| =0, alors A= et L(A) =R". Ainsi x(A,t) = pry(R") " =
t" , p(A)=1.Or, M(A) =R" est connexe et on a bien r(A)=1.

— Supposons qu’il existe N € N tel que 1. est vérifié pour tout arrangement

A tel que |A] < N. Montrons alors 1. pour un arrangement A de cardinal
N+1:
Comme |A'| < N et |A”| < N on peut utiliser ’hypothése de récurrence
sur A" et A7 (p(A) =r(A), p(A”) =r(A”)). Avec la relation (x) on
trouve directement le résultat cherché car r(A) = r(A") + r(A”) d’aprés
le lemme 5.5.

2. Posons B(A) = (—1)" Ay (A, 1).

Rappelons que rang(A) = rang(A”) + 1.

Comme |A'| < |A] et |A”| < |A], montrons par récurrence sur |A| que

BA) = b(A) () : N

—si|A] =0, A=9g, Vy=R", Vi ={0}, rang(A) =0et L(A) =R"
Ainsi B(A) =1, ce qui est correct, car R" est la seule région de A et elle
est relativement bornée car R" N {0} = {0} est borné.

— Supposons qu’il existe un N € N tel que (x*) est vérifié pour tout arran-
gement de cardinal inférieur ou égal a N.
Soit A un arrangement de cardinal N + 1.

(a) si rang(A) = rang(A’), on a que
B(A) = (=1)7 (A, 1) = (=1) I (A 1) —(=1)7 Wy (A7, 1) dapres
le théoréme d’omission-restriction.
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Or rang(A) = rang(A’) = rang(A”) + 1,
donc S(A) = B(A") + B(A”) = b(A") + b(A”) par hypothése de récur-
rence.

Enfin, 5(A) = b(A) d’aprés le lemme 5.5.
(b) si rang(A) = rang(A’) + 1, on sait d’aprés le lemme 5.5 que
b(A) = 0. On a toujours x(A,1) = x(A',1) — x(A”,1), donc
B(A) = (1) x (A1) = (=) (A1) — (=1)remsADF Iy (A7, 1),
d’ou :
B(A) = =B(A) + B(A7).
11 suffit donc de montrer que (A") = (A”) < x(A, 1) = x(A", 1)
car ici rang(A’) = rang(A”).
Or on a un isomorphisme de treillis ¢ entre L(A") et L(A”) tel que :

O(X)=HoNnX VX eL(A)
En effet, 'écriture d’un élément HyNX de L(A”) est unique puisque
rang(A’) = rang(A”) = |A| = |A"| = |L(A)| = |L(A")|. Ces
deux treillis étant isomorphes, ils ont la méme fonction caractéristique
ce qui permet de conclure.

Théoréme 7.2 (formule de Roberts, 1889)

Soit A ={dy,ds, ... ,d,} un arrangement de n droites dans R? possédant p familles
de droites paralléles de by, ...,b, €éléments et m points x1,...,x, de multiplicité
ar > 3,...,0, > 3.0n a que :

) =T () - 2 () - (%Y.

7j=1 =1

p m
SHA=Ton () - 2 (E) - 2 ()
Démonstration :

Les éléments de L(.A) sont :

— R? de rang 0, avec fi,(4)(R?) = 1.

— les droites d, ..., d,, de rang 1, avec pip(ay(d;) = —1Vi.

— les points d’intersection p; de multiplicité 2, de rang 2,
avec pura(p;) = 1V5. ) )
En effet, pra)(pj) = Co(0,p;) — C1(0,p;) + Ca(0, py).
Or C5(0,p;) = 2 car si d;,, d;, sont les deux droites qui passent par p;, alors
on a bien deux chaines de longueur 2 : 0 = R? < d;, < p; et R* <d;, < p;.
AiIlSi, NL(A)(p]) =0—-14+2= 1Vj
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— les points d’intersection x; de multiplicité a; > 3, de rang 2,
avec pura) () = a; — 1VI.
En effet, pray () = Co(0,27) — C1(0,21) + Co(0, 7).
Or Cy(0,x;) = @ car si d;,, ..., d;, sont les a; droites qui passent par xz;, alors
on a exactement a; chaines de longueur 2 :
R* <d;, <y, R < dy, <y,
Ainsi, prpay(e) =0 —-14a; = a; — 1VL.

P m
Or, on va montrer quily a (§) — > (1’2]) — > (%) + m points d’intersection.
j=1 i=1

On montre ce résultat en utilisant le fait que si on a déja k droites dy, ..., d, alors
Iajout d’une k + 1-iéme droite dj; va créer :

k — |{ droites paralléles a dy. 1 }| — Z my(y)

yEdp 41

points d’intersection supplémentaires, ot my(y) est la multiplicité de y dans
J4k:: {dl,”.,dk}.

Alinsi, si a chaque étape on place une droite supplémentaire, et si NV} est le nombre
de points d’intersection obtenus a 1’étape k, alors on a :

Nit1 = N + k — |{droitesparalléles adyyr }| — Z my(y).

yEdr41

A la derniére étape on trouve :
N, = N,—1 + n—1 — |{droites paralleles d,, }| — Z M—1(y).

yEdn
Il suffit ensuite de sommer tous les termes et de séparer les termes positifs des

termes négatifs.
Les termes positifs sont : 1+2+3+...+n—1= "(”2_1) =(3).
Les termes négatifs sont :
- 1424...4+b—-1= (1’21), correspondant & la famille de by droites paralléles.

- 14+24+...+b,—-1= (bé’), correspondant a la famille de b, droites paralléles.

-2+ +a—-1= (“21) — 1, correspondant au point z; qui apparait d’abord
comme un point double, puis comme un point de multiplicité 3,..., finalement
comme un point de multiplicité a; — 1.

-24+..+a,—1= (“;") — 1, correspondant au point x,, qui apparait d’abord
comme un point double, puis comme un point de multiplicité 3,..., finalement

comme un point de multiplicité a,, — 1.
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Donc le nombre de points d’intersection est :

P 1 4l a; n '
M= (-G -E@-0-0-£ G-
et le nombre de points doubles est :
P L.
Nomm= () -5 () -5 @)
Ainsi, on obtient :

(A1) = pira)(R?) + Z preay(di)(—t) + Z p)(0) (=) + ) iy (@) (—t)°

s

Il
—

() +m,

=1+nt+ (N, —m)(—t)*+ Y (@ — 1)(—t)’

— 14 nt + ((Z) —é(%) = g}(aigl))t?

Enfin, en utilisant le théoréme 7.1 on trouve :

A =RAD =T () - 5 () - 505
) = A D = T (3) = 2 (5) = 2 ().

8 Arrangements et corps finis

8.1 Arrangements d’hyperplans dans F,"

Soit p un nombre premier, ¢ = p* ou s € N*.
Rappelons que F, = {x € F, |27 — x = 0} est l'unique corps a ¢ éléments.

Exemple 8.2 On a par ezemple :

~-F,=Z/pZ ={1,...,p—1}.
~ Fy =TFolz]/(2* + 2+ 1).

Théoréme 8.3 Soit k un corps fini, alors le groupe multiplicatif (k*,.) est cy-
clique.

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 8.4 Soit G un groupe multiplicatif fini d’ordre m, tel que pour tout divi-
seur d de m dans N*, le nombre d’éléments z de G vérifiant x* —1 = 0 est au plus
égale a d; alors G est cyclique.
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Démonstration :
Soit d € N*| tel que d|n. Notons A(d) le nombre d’éléments de G d’ordre d.
On a que \(d) > 0 et m = Z A(d), Vordre d’un élément de G divisant néces-

dlm
1<d<m

sairement m.
Montrons que :

(1 <d<m,dm,etAd)#0) = \d) = p(d)

otl p est la fonction d’Fuler.

Sidm,1 <d < m, et A(d) # 0, alors il existe au moins un élément y de G
d’ordre d.

<y >, le sous groupe de G engendré par y, est cyclique et d’ordre d.

Or tout €< y > vérifie z¢ — 1 = 0, mais par hypothése, il y a au plus d éléments
dans G qui vérifient cette équation.

Ainsi, les seuls éléments de G vérifiant 2% — 1 = 0 sont les éléments de < y >, et
donc les éléments d’ordre d de G sont les éléments d’ordre d de <y > et il y en a
©(d) par définition de la fonction d’Euler.

On a donc bien A(d) = ¢(d).

Montrons maintenant que A(m) # 0, ce qui équivaut a dire que G est cyclique.
Rappelons que m = Z o(d), et que p(d) >0Vd|m,1<d<m.

dlm
1<d<m
On a que
AMm)=m— Y ANd) =m— > o) =e(m)>0.
1gf£"$b71 1§ddgfn71

Démontrons maintenant le théoréme 8.3 :
Soit k un corps fini de cardinal NV, alors k* a pour cardinal N — 1.
Pour tout diviseur d de N — 1 dans N*, le polynome X% — 1 a au plus d racines
dans k, et plus précisément dans £* car 0 n’est pas I'une de ces racines.
On en déduit que le groupe fini £* satisfait les hypothéses du lemme 8.4, donc que
k* est cyclique.
En particulier, on a que (F,*,.) est cyclique d’ordre ¢ — 1.

Remarque 8.5 Il y a exactement q;_1 carrés dans .
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Démonstration :

Soit (F})? = {z* |z € F}}.

L’application ¢ : F} — (F;)? telle que ¢(z) = 2* est un morphisme de groupe
surjectif, de noyau {1, —1}.

Ainsi, [(F2)2] = Bl — 1

Définition 8.6 On dit qu’un arrangement A est défini sur Q si tout hyperplan H
de A est défini sur Q, donc admet une équation

H: aixi+... +a,z, =b, ot a;,beQ.

Soit A un arrangement d’hyperplans dans R™ défini sur Q. Chaque hyperplan
H de A est défini par une équation linéaire [y (x ) :
H={zeR"|az +. an Hy, =bg}, avec a2, by € Q.
On peut supposer que les a;7 et les by sont dans Z.
On peut, pour tout nombre premier p, considérer 'arrangement /lq de F," dont
les hyperplans H sont définis par
H = {zr eF," | &y Hyiv o aBa, = bH} ol a] est la classe de a; dans F,
et bH est la classe de by dans I, selon le schéma suivant ou F, est une extension
du corps I,

7 — F, = F,
T T
Le but de cette partie est de calculer [M(A,)|, avec M(A,) = F,"\ UHeAqﬁ'
Définition 8.7 Soit A un arrangement défini sur Z.

On dit que A a une bonne réduction modulo p si il existe un isomorphisme naturel
de semi-treillis :

Lemme 8.8 Soit A un arrangement défini sur Z, alors A admet une bonne ré-
duction modulo p pour tous les nombres premiers p, sauf peut-étre pour un nombre
fini de nombres premiers.

Démonstration :
On a que :

L(A) = L(A,) < {

H,N..NH,eL(A) & H,N..NnH, € L(A,).
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Soient v;, € Z", a;; € Z tels que H;, = {x € Z" [v;;171 + ... + VijnTp = a4, }.
A chaque élément H; N ...N Hy de L(A), on associe la matrice Ry, 4}

Vipx = Upn Q4
Vir o Uin Q4
et la matrice C';, 4.y
Vizxr -~ VUin
Uyyr = Ujyn

A chaque élément lﬁli1 N...N f[il de L(flq), on associe la matrice }?i{ih___’ij} :
Uiy1 o Upn Qg
Vi1 ot Uyn Ay,
et la matrice CA'{Z‘IV__JJ.} :
Vi1 - Uign
Vi1t Ui
D’aprés le théoréme de Crammer on a que :
rang(R,...i;3) = rang(Cr,..iy) € HyN..NHy #92 < H;N..NH; € L(A)
et de méme,
rang(f{{il,m,ij}) = mng(é{ihm’,'j}) & ﬁilﬂ..ﬂf[il + 3 & ﬁilﬂ...ﬂﬁil € L(flq)

Ainsi lorsque H;, N...N H;, € L(A) et H;, N..N H;, € L(A,), on a :

1111

et aussi

dim(ﬁil N...N ]:I”) =n— rang(é’{il,.,,,ij}).
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Posons maintenant :
E = {ppremiers| L(A) 2 L(A,)}.
Ey = {ppremiers|3{iy, ... i, avec H;,N...NH;, € L(A) et H;,N...0H; ¢ L(A,)}.
Ey = { ppremiers| 3{iy, ..., i1} avec Hy, N...NH;, ¢ L(A)et H;,N..NH; € L(A,)}.
Es = { ppremiers|3{iy, ... i} avec H;,N...0H;, € L(A), H;,N..NH,;, € L(A,), et

OnaqueE:EluEQUEg.

Montrons que |E| < oo :
- |E1’ < 0

Pour chaque {iy,...4;} tel que H;, N...N H;, € L(A), on se demande combien
de p premiers sont tels que H;, N...N H;, ¢ L(A,).

~~~~~~~~~~
---------------

& pldet(D) VD € Sg,,.iy-
Seul un nombre fini de p premiers, s’il y en a, peut réaliser cette hypothése
( car p est majoré par max {det(D)|D € Sy, iy} ), donc |Ey| < oo.

— |Ey| < o0

Pour chaque {iy,...%} tel que H;, N .. N H;, = &, on se demande com-
bien de p premiers sont tels que H;, N...N H;, € L(A,).

7777777777777

Tang(f%{il ) = Tang(é{il ,,,,, i) & (ElD € S|det(D) #0 , det(Q) =0VQ € Ty, .., iz})

.....

Seul un nombre fini de p premiers, s’il y en a, peut réaliser cette hypothése
( car p est majoré par maz {det(Q)|Q € T, iy} ), donc |Ey| < oo.

— |Es| < o0 :

Pour chaque {iy, ... 4} tel que H;, N...NH;, € L(A), on se demande combien
de p premiers sont tels que H;, N...N H;, € L(A,), et
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Or { H,nN..NH,;, e L(A) ) - { rang(Ry,,..i;3) = rang(q{ih,.,7ij})
rang(C,,..iyy) 7 rang(Criy.iy) rang(Ci,...i,y) # rang(Ciy,_a})

Le méme type d’argument que dans le point précédent permet de montrer
que la premiére équation, rang(Ry; ... i,3) = rang(C,,..i;3), n'est réalisée, si
c’est possible que pour un nombre fini de nombres premiers p.

Posons Sy, ,..i,3 = {D matrices carrées extraites de CA'{,-17...,”} detaillerang(Cy,....i3)}-
On a alors : )

Tang(c{ih-..,il}) 7& rang(c{h,...,il}) ~ d@t(D) =0VD e S{ih...,il}

& pldet(D) VD € Sg,,. iy

Seul un nombre fini de p premiers, s’il y en a, peuvent réaliser cette hy-
pothése, donc seul un nombre fini de p premiers, s’il y en a, peuvent réaliser
les deux hypothéses a la fois, donc |E5| < oo.

Conclusion : |E| = |Ey U Ey U Es| < |Ey| + |Ey| 4 |Es| < o0.

Théoréme 8.9 Soit A un arrangement défini sur Q qui admet une bonne réduc-
tion modulo p.
Soit q = p®, s € N*, alors :

[M(Ay) = x(A,q). (1)

Démonstration :
Préliminaire : montrons que si A admet une bonne réduction modulo p, il en est
de méme pour A" = A\{H,} et A”.

— Si A admet une bonne réduction modulo p, il en est de méme pour A'.

En effet, tout élément H;, N...NH;_ de L(A’) peut étre vu comme un élément
de L(A), donc dim(H;, N...N H;,) = dim(H;, N...N H;,) et on a bien
L(A") ~ L(A",).

— Si A admet une bonne réduction modulo p, il en est de méme pour A”.

Soit vg = (vo1...von) € Q" le vecteur tel que Hy est défini par Iéquation
Vo121 + ... + vonzn, = 0.

Pour chaque hyperplan H;, € A’, soit v;, = (v;1... vi;n) € Q" le vecteur tel
que H;, est défini par I'équation v;, 121 + ... + V3,2, = 0.

Soit (HyNH;,)N..N(HyNH;,) € L(A”).

Montrons que

dimga— ((HoNH;,)N...0 (HoN H;, ) = dimg, a1 (HoNHy, ) 0.0 (HoN H,)) -
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. Uiy .
Si rang . = R+1, soient alors H;,,..., H;, C {H,,,..., H; } tels que
Uy,
Vo Vo
%3 Vs,
rang ) = rang .
Vi, Ujr
Uil
On a alors rang : = R.
(%7

Ainsi, codimgn—1 ((HoNH;,)N...N(HoN H;,)) = 1+ codimgn (H;, N... NH;,).
De la méme facon, on peut montrer que

codimg n—1((Hy N Hy,) N ... N (Hy N Hy,)) = 1+ codime,(Hy, N ... N Hy,).
Or codimgn(H;, N ... N H;, ) = codimyqn(ﬁil N..NH;) car A admet une
bonne réduction modulo p, donc

codimgn—((Ho N H;, ) N...0 (Hy N H;, ) = codimy, a1 ((Ho N Hy, )N ... N (Ho N
H;,)).

Revenons maintenant a notre démounstration :

On sait que |A'| < |A] et que |A”| < |A].On peut donc effectuer une dé-
monstration par récurrence sur |A| :

~si|A| =0,alors A =@ et L(A) = {R"}. On a que M(A,) =F,".
Enfin, x(A,t) =" et on a bien |M(A,)| = ¢".

— Supposons qu’il existe un N € N tel que (1) est vérifié pour tout arrangement,
de cardinal inférieur ou égal a N.
Soit A = {HO,AHl, ., Hy} un arrangement de cardinal N + 1.
On a que M(/Ef]):{er F," | ngAHl,...,xgéHN}A ) )
={reF,"NHo|lx ¢ Hy,...,x ¢ Hy}| o € F"\Ho |v ¢ H1,...,x ¢ Hy}
— M) LI M(A).

[M(Ag)| = [M(A)| — [M(A”)| = x(A',q) — x(A”,q) par hypothese de
récurrence sur A" et A” qui admettent une bonne réduction modulo p.
Enfin, x(A,q) — x(A”,q) = x(A,q) d’aprés le théoréme 6.1 d’omission-
restriction.

Exemple 8.10 Dans C2, on considére larrangement A donné par I’équation
Qz,y) = (x +iy)(x —iy) =0 qui n'est pas défini sur Q.
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Ainsi, A= {Hy, Hy} avec H, = {(x,y) € C?|z + iy = 0},

Hy ={(z,y) € C*|z — iy = 0}.

Soit maintenant p un nombre premier, ¢ = p° avec s € N*.

Comme Q(z,y) = 2* +y* € Z[x,y], on peul considérer ’ensemble

M(A,q) = {(r,9) € B2 |Qz,y) £ 0} = FA{(z,9) € F,2 | 2% + 3 = 0},
Calculons |M (A, q)| :

Pour cela, posons E = {(x,y) € F,*>|2? + y* = 0}.

On a que |[M(A,q)| = ¢* — |E|.

Soit (z,y) € F2, on a que :

(z,9) € E & (v,y)=(0,0) ou (v,y) €F* 2, (vy )2 +1=0.

Nous sommes donc amenés a nous demander quant est-ce que -1 est un carré dans
FS, or:

-1 est un carré dans F," & Ja € F|a? = —1

& car(Fy) =2 ou Ja € F/ |ord(a) =4

S p=2 ou d|q—1

En effet, si car(F,) =2, alors —x =x Yz € F, et —1 = (—1)%

Sinon, Ja € F"|ord(a) = 4 < 4|q—1, car si ord(a) = 4, alors bien sur
tlg—1=|F/]

Inversement, si 4|q— 1, alors comme F;* est cyclique d’aprés le théoréme 8.3, on
peut prendre o = a%, ot a est un générateur de Fy*.

On a donc :
-1 est un carré dans F,* < p=2 ou q¢ = 1mod4.
{(0,0}U{(=y,y), y € F"} sip=2
Ainsi, E = ¢ {(0,0)} sip+#2, g=3mod4
{(0,0)}U{(ay,y), y € F,*} sip#2, g=1mod4
q st p=2
donc |E| =< 1 sip#2, q=3mod4
qsip#£2 qg=1mod4
¢ —qsip=2
enfin, |M(A,q)|= < ¢ —1sip#2, q¢q=3mod4

P —qsip#2, q¢=1mod4

Cet exemple montre que I'hypothése A est défini sur Q est indispensable pour
appliquer le théoréme 8.9. Ainsi ici (A, t) = t*—2t+1, et x(A,q) # |[M(A, q)|Vq.

8.11 Arrangements projectifs

Soit Q € Z[z1, ..., x,] un polynéme homogéne. On pose :

M(Q,Q) = {(xla axn) € ]Fqn ’ Q(xb 7xn) 7& 0}7
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M(Q,q) :=={(z1: ... 1x,) € P(F,)|Q(x1,...,7,) # 0}

Alors le théoréme 8.9 nous donne le résultat suivant :

Proposition 8.12 On a que :
|M(Q,q) = (¢—1).|M"(Q, q)|-

En particulier, si Q(z) = 0 est l'équation de définition d’un arrangement central
dans C™ défini sur Z et ayant une bonne réduction modulo p, alors :

|M'(Q,q)| = *

x(AqQ)
g—1 -

Exemple 8.13 Appliquons ce théoréme aux arrangements suivants :

1. Darrangement de Boole dans C™ :

Q(z1, ..., xn) = 21T9... Ty € LlT1, ..., T,] est un polyndéme homogeéne qui défi-
nit l’arrangement de Boole A .

L’arrangement de Boole a une bonne réduction modulo p pour tout p premier.
En effet, les matrices définissant les éléments de L(A) ont des lignes conte-
nant des 0 et un seul 1. Les mineurs de ces matrices valent donc 0, 1 ou -1,
et leur rang reste le méme que ce soit dans Z ou dans F,. Ainsi,

H{(x1,...,2,) € Fy [z12y.. .z, £ 0} = x(A, ) =(¢g—1)",
{210 s 2n) € P(FD) | 2120, 2 # 0} = 1q = (¢g— 1)1

2. Uarrangement des tresses dans C" :

Q1, .oy mn) = []icicjen (@i — x5) € Z[21, ..., 4] est un polyndme homogéne
qui définit 'arrangement des tresses A.

L’arrangement des tresses a une bonne réduction modulo p pour tout p pre-
mier.

En effet, les matrices définissant les éléments de L(A) ont des lignes conte-
nant des 0, un seul 1, et un seul -1. Les mineurs de ces matrices valent donc
0,1 ou -1, et leur rang reste le méme que ce soit dans Z ou dans IF,. Ainsi,
{1, s 20) € o [ TThcicjcn (@i = 25) # 03 = x(A, 9)

=qlg—1)(g—2).. (¢ —n+1),

H{(zy oot 2y,) € P(FY) | H1<Z<]<n( x;) # 0} = XI(IAiq
=q(¢—=2)..(¢—n+1).
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3. Uarrangement générique dans C" :

Soit A un arrangement générique dans C" défini par un polynéme Q.

On sait, d’apres Uezemple 4.10 que x(A,t) = > () (=1)k"F+ Z (D (=1)*.
k=0 k=n+1
Une division euclidienne donne :

T
L

En utilisant [’égalité
dy _ (d-1 d-1
() =5+ (o)
k—1
on trouve que la somme Y (?)(—1)j est une somme télescopique valant

J=0

(—=1)F1(¢21). On a donc :

k—1
(A = (= 1) 3 (D) (o)
Ainsi, st A admet une bonne réduction modulo p on a :

W@@FMA@=i®(V"“—Z(M)

k=0 k=n+1
M(Q, q)] = XA — Zl(—l)’“’l(ij)q””“
= = ()4 () =+ (CD) (D) e+ (CD (D).

9 Fibre de Milnor d’un arrangement d’hyperplans

Définition 9.1 Soit Q € Z|xy,...,x,] un polynéme homogéne définissant un ar-
rangement d’hyperplans A dans K.
On appelle fibre de Milnor de A sur K [’ensemble

F(K) = {z € K" | Q(z) = 1}.

Définition 9.2 — On dit qu’un arrangement A C K" défini par un polyndome
Q(z1, ..., xy) € Klzq, ..., x,] est irréductible si Q) ne peut pas s’écrire sous la
forme Q1(z;,, ..., x;,).Qa2(25,, ..., xj,) avec x;, # x;, Vi, ji.
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= 81 Q(x1, s T) = [[; Qil@iys o5 74,), avee zi, # xy Vi, 1
est la décomposition du polynome Q) en produit de polynomes a variables indé-
pendantes, alors la décomposition en facteurs irréductibles de l'arrangement A
est :

A=®;A; ou A; est défini par Q; Vi.

Exemple 9.3 Soit A arrangement de R® défini par le polynome

Q(x,y, z) = zyz(x — 3z). Alors A = Ay x Ag, ot Ay est larrangement irréductible
défini par Q1(z,y,z) =y, Az Uarrangement irréductible défini par

Qs(z,y,2) = zz(x — 32).

Dans cette derniére partie de notre mémoire, nous allons calculer |F(F,)| pour
des exemples d’arrangements particuliers, puis nous comparerons les résultats ob-
tenus avec le théoréme suivant de Mr Dimca :

Théoréme 9.4 Soit A C R™ un arrangement central défini sur Q par le polynome
Q(xla 73771)‘

Soit A= A1 X Ay x ... X Ai. la décomposition en produit de facteurs irréductibles
de A.

Notons d; = |A;| Yi.

On a que :

st pged(dy, da, ..., dy) = 1, alors pour ¢ = p° tel que Uarrangement A a une
. : A,

bonne réduction modulo p, |F(F,)| = % = |M'(Q,q)|.
Remarque 9.5 Dire que pgcd(dy,ds, ..., dy) = 1 équivaut & dire que la monodro-
mie est triviale sur la cohomologie de la fibre de Milnor compleze F(C).
L’équivalence entre ces deux hypothéses est démontrée dans Uarticle d’A.Dimca [2]
mais nous ne nous y attarderons pas dans notre mémoire. Nous cherchons ici juste
a savoir si il existe, dans certains cas, des formules pour calculer |F(F,)|.

Exemple 9.6 Si A est l'arrangement de Boole, A = Ay X Ay X ... X A, avec
A; = {{x; = 0} } vérifie les hypothéses du théoréme 9.4, et on a bien :

\F(F)| = |{(z1, ..., 20) € F" | 21.. 2 = 1}

— *x M n— -’47
= (w20 0) 1 22, o ) € F*"Y| = (g — 1)1 = XA

d’apres l'exemple 9.8.

Exemple 9.7 Voici un exemple de calcul d’une fibre de Milnor :
Le nombre de solutions N, de Uéquation (E) : zyz(z +y+2) =1 dans F,* est :
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N — ¢ —3q+3sip=2
1 ¢> —4qg+3 si ¢ =3mod4

Démonstration :

Dans R3, considérons l'arrangement A = {Hy, Hy, H3, Hy}, ou

H :x=0, Hy:y=0, Hy:2=0 et Hy:x+y+2=0.

On a que A est irréductible, de cardinal 4, et on ne peut donc pas calculer N, en
utilisant le théoréme 9.4.

Préliminaire :
Montrons que le nombre R, de solutions de I'équation (Ey) : zyz(z +y+ 2) =0
dans F? est :
4q® — 6q + 3.

Onaque H,NH;NH,={0} V1 <i<j<k<4,donc

35



L(A) = {R3® H,, Hy, H3, Hy, H. N Hy, Hy N H3, H; N Hy, Hy N H3, Hy N Hy,
Hs;N Hy, {0} }.
On voit clairement que A admet une bonne réduction modulo p pour tout p pre-
mier, car dim(H;) = dim(H;) Vi, dim(H; N H,) = dim(H; N H;) Vi, j.
En effet, les matrices qui définissent les éléments de L(A) ont des mineurs qui
valent 1 ou -1. Ces matrices ont donc le méme rang dans R ou dans [F,.
A est un arrangement générique, son polynéme caractéristique est :

(A, t) =13 — 42 + 6t — 3.

D’aprés le théoreme 8.9, |{ (z,v,2) € F? | zyz(z +y+ 2) # 0} = |[M(A,)]
= x(A,q) = ¢ — 4¢®> + 6¢ — 3, et comme |F,*| = ¢> on a que :

Rq = ’Fq3’ - |M(Aq)| = 4(12 — 6g + 3.

Revenons maintenant a notre démonstration.

Remarquons tout d’abord que les solutions de (F) sont dans FZ?’. En effet, les
3¢ — 3¢+ 1 éléments de F,*\F;® (ceux qui on au moins un zéro comme coordon-
née) vérifient (Fy).

Commencons par traiter le cas ou p = 2, ¢ = 2™, m € N*,

Pour tout b € Fom™, soit v, le nombre de solutions dans F%,.* de I'équation
(Ep) : zyz(x + y + z) = b. Montrons que 7, ne dépend pas de b. Autrement
dit, montrons que le nombre de solutions dans . de I’équation Ej, est le méme
quelque soit b € Fom™.

Gréce au théoréeme 8.3, on sait que Fan™ est cyclique d’ordre 2™ — 1. Soit & un de
ses générateurs.

Soit (2,7, 2) € F5.” une solution de ’équation (E).

Soit a € N*.

Comme Fon* =< & >, il existe (2/,y/,2") € Fi.” tel que x = 2/, y = y/€%, et
z = 2/6% En remplagant dans I’équation (E) on trouve :

ryzlr+y+2)=1= 2y @ +y +2) =

Or, 4 A2™ — 1 =1 donc £* est un générateur de Fom ™.

Ainsi, si b € Fon™, on peut trouver a tel que €4 =5b et on a :

z,y,z) € Ft.3 est solution de Péquation (E) = (2/,vy,2) € F:.® est solu-
( » Yy ) 2 q Yy 2
tion de I'équation (Ep), ou 2’ =& x, ¢y =& %y, 2/ = £ 2.

Réciproquement,

(z,y,2) € F5.” est solution de 'équation (E) = &*%ayz(z +y+2) =1
= (&9%,&%,€6%%) € F3.? est solution de I'équation (E).
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Oril y a Rym — |[Fom®\F5.%| = 22™ — 3.2™ + 2 ¢éléments dans F5,.> qui vérifient
(Ep).

Les autres, qui sont au nombre de

(2m —1)3 — (22™ — 3.2™ 4 2) = 23™ —4.2?™ 4+ 6.2™ — 3 vérifient une des équations
(Ep) b€ s,

Alinsi,

3m 2m m
Nom = 27420402723 — 92m _39m 4 3,

Traitons maintenant le cas ol ¢ = 3 mod4.

Soit M, le nombre de solutions de I'équation (E') : xyz(z +y + 2) = t* dans
F*.

Dans P(Fé), soit H := {t = 0} I'hyperplan projectif correspondant aux points a
Pinfini.

On a alors la bijection suivante :

Fg’ — P(Fé)\H
(x,y,2) — (z:y:z:1).

Soit Q(x,vy, z,t) = xyz(z +y + 2) — t* I’ homogénéisé de zyz(x +y+2) —1. On a
alors :

M(Q.q) = {(x.9.2,1) €FL | ays(a+y+2) -t £ 0},
M(Q,q) = {(w 1y 2:1) € P(F) | ayz(o+y+2) — ' £ 0}
={(z:y:2:1) e P(F,) | zyz(z +y+2)—1#0}U
{(z:y:2:0) EIP’(IE“) | zyz(z +y+ 2) # 0}, dou :
|M(Q,q)| = ¢" — M,,

|M'(Q, q)| = [{(z,y, Z) €T, | ayz(z+y+2)—1#0} +
{(z:y:2:0) € P(Fy) | zyz(z +y+z)# 0}

=q — N+ {(z:y:2:0) € P(Fy) | zyz(z +y+2z)# 0}
D’apres la proposition 8.12 on a également :

,J;

M( 4 M,
|M/(Q C])| _ quq)‘ _ Qq_lq'

Si R(z,y,2) = zyz(x + y + z), d’aprés la proposition 8.12 on peut écrire :

_ IM(Ra)| _ =Ry _
|M'(R,q)| = =58 =45 =¢"—3q+3.

Or [M'(R,q)| = {(z:y: 2) € P(F}) |wyz(z +y + 2) # 0}
=H(x:y:2:0) eP(Fy) |wyz(z +y +2) # 0} = [M'(Q.q)| — ¢* + N,.
On trouve donc la formule :
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3 4
¢©-Ry _ ¢"—My 3
-1 g1 q° + Ng.

Ou encore :
< 4
Nq:q3+q2—3q+3—q;—1% (3)
Il nous reste donc a calculer M,. Montrons que M, est aussi le nombre de so-
lutions de I'équation (E”) : xyz(z +y+2) =t

— (z,y,2,t) € F:* est solution de (E”) < a = ayz(z +y + 2) est un carré
dans F,".
Or, a est un carré dans F,* < 30 € F* |a =3, a = (—6)2 (p# -0
car ¢ est impair). Ainsi, les solutions de (E”) dans IE‘Z4 sont :
{ ('T? Y, Z?B)? (.’L’,y, Zs _B) | l‘yZ(iE ty+ Z) =0, = 62 }acarrédans]Fq* ’
— (z,y,2,t) est solution de (F') & zyz(z+y+2) =t*
Soient a, 8 € F,* tels que a = 3.
Alors « s’écrit o = 2%, avec oy = 32 ou ay = (—3)? (le cas a3 = —f3% est
impossible car —1 n’est pas un carré dans IF}). Ainsi, les solutions de (E’)
dans IFZ4 sont, :
{ (I, Y, 2, 6)7 (.Z‘, Y, %, _6) ]xyz(x +ty+ Z) = O‘% y Q1 = 52 }al carrédansFq* *
Or {af|a;carrédansF,*} C {a|acarrédansF,*}, donc le nombre de solutions
de (E') est inférieur au nombre de solutions de (E”).
De plus, zyz(x +y+2) = t* = zyz(x +y+2) = T?, avec T = t?, donc le
nombre de solutions de (E”) est inférieur a celui de (E’) et finalement ces deux
nombres sont égaux.

Trouvons donc le nombre M, de solutions de I'équation (E”) : ayz(z+y+z) = t*.
Soit V := {(v,y,2,t) € F,* |wyz(z +y + 2) = 1*}.
Soit F := {(z,y,2,t) € F,*|t # 0}. On a une bijection :

T F — F
(x,y,2,t) — (at,y, z,1)
d’inverse
!l F — F
(z,y,2,t) = ({,9,2,1).
OnaqueV =FnNVU{(2,y,20) € F*zyz(x +y+ z) = 0}.

Donc M, = |[FNV|+ |{(z,y,2) €F?|zyz(x +y+2) =0} = |[FNV|+ R,
= |7 ' (FNV)|+ R, car 7 est une bijection.
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On a que (z,y,2,t) € FNV & 7 (x,y,z,t) est solution de équation
xyz(zt+y+ 2z) =t dans F.

Calculons donc le nombre de solutions de I'équation (E’) s xyz(at+y+2) =t dans
F:

(z,y,2,t) € F est solution de (E) < t(z2yz — 1)+ ayz(y+2) =0, t #0

& (1): 2*yz2—1=0, zyz(y+2)=0,t#0

ou

(2): 2?yz —1#£0, zyz(y + 2) = —t(x?yz — 1), t # 0.

On est donc amené a calculer |A] et |B| ou
A:={(z,y,2,t) € F|(x,y,2,t) est solution de (1)}, et
B :={(x,y,z,t) € F|(x,y, z,1) est solution de (2)}.
On aura |[FFNV| = |A| +|B|.

L (r,y,zt) €A = z2=—y, 2yz=1= -1=(3)"
Or, ¢ = 3mod4 donc -1 n’est pas un carré et ¢’est impossible.
Ainsi, |A| =0.

2. Montrons tout d’abord que
1Bl = [{(z,y,2) € Fg|a?yz — 1 # 0, ayz(y + z) # 0} :

Si (z,y,2,t) € B, alors (z,y,z) € F est tel que 2°yz—1# 0, zyz(y+2) # 0.
Ainsi, [B] < [{(r.9,2) € F? | a2z © 1 £0, ay=(y + =) £ 0}]

Si(z,y,z2) € F; est tel que z%yz — 1 # 0, xyz(y + 2) # 0,
alors (z,y,2,t) € B avec t = —%.
Ainsi, [B] > [{(2,,2) € FS| %z — 1 £ 0, wya(y + 2) £ 0}

Finalement, on a bien
1B = [{(z,y,2) € Fg |2?yz — 1 # 0, xyz(y + z) # 0}

Or, [{(z,y,2) € Fy | a?yz — 1 #0, zyz(y + 2) # 0}
=¢* — {(z,y,2) € Fi | 2*yz — 1 =0 ou zyz(y + 2) = 0}].
Calculons donc |C| et |D| ot
C:={(z,y,2) € F} | x?yz — 1 = 0},
D :={(x,y,2) € FZ | zyz(y + z) = 0}.
1

_ (CE,Z/,Z) cC & (l‘)y,z> GF;?),xQ: L

Dans F,*, il y a q;21 carrés d’aprés la remarque 8.5.
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Soit o un de ces carrés, alors il existe b € Fy tel que o = 0%, o = (=b)*.
Soit maintenant y € F; quelconque.

a = yiz & z=y ot

Les solutions de By sont donc {(b,y,y*a™), (—=b,y,y ta™) |y € F}, oo = bz}acwrédansp .
q

Ainsi,

Ol =2(g—1).5 = (¢ —1)*

— Les éléments de D sont les triplets qui possédent au moins un zéro comme
coordonnée (il y en a 3¢® — 3¢ + 1), et les triplets de F*q3 de la forme
(2,9, —y) (iLy ena (¢—1)%).

Ainsi,
|D| = 4¢® — 5q + 2.

On a que C' et D sont disjoints comme on 1’a vu dans 1. donc

{(2,y,2) € Fy|2%yz — 1 =0 ou xyz(y + z) = 0}| = |C| + |D].

Ainsi, |B| = [{(z,y,2) € Fg|2°yz — 1 # 0, 2yz(y +2) # 0}| = ¢* — |C| — | D

=q*>—5¢*+7q — 3.

On a donc que |[FNV| = |A| + |B| = ¢ — 5¢*> + 7q — 3. Finalement,

M,=|FNV|+R,=¢—¢+q.
En utilisant ensuite (2) on trouve :
N, =q¢*—4q+3.

Il est naturel de se demander si il existe de telles formules pour calculer
N, = |F(F,)| lorsque ¢ = 1 mod 4.
Le programme suivant nous permet de calculer |F(F,)| en utilisant Singular lorsque
s=1.
Ce programme étant trés simple, les calculs se font trés rapidement méme pour
des grandes valeurs de p.

> proc nbresoll(int p)

{
LIB "general .lib" ;

bigint f,x,y,z;

bigint ns=0;

for (x=0;x<=p-1;x=x+1)
{

for (y=0;y<=p-1;y=y+1)
{

for (z=0;z<=p-1;2=2+1)

{
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f= x*y*z* (x+y+z) ;
if (f mod p ==1) { ns=ns+1;}
}
¥
¥
" on

write("", "nombre de solutions : "-+string(ns)) ;

}

Le programme suivant nous permet de calculer |F(F,)| lorsque s > 2.
Il fonctionne bien mais les calculs prennent énormément de temps lorsque p et s
sont trop grand.

> proc nbresol(int p, int s)
{

LIB "general .lib" ;

ring R=(p " s,a),xx,dp;
int qg=p’s;

int i,j,k;

number x,y,z;

bigint ns=0;

for (i=0;i<=q-1;i++)

if(i==q-1) {x=0;} else {x=a"i; }
for (j=0;j<=q-1;j++)
{
if(j==q-1) {y=0;} else {y=a’j;}
for (k=0;k<=q-1;k++)
{
if(k==q-1) {z=0;} else {z=a'k;}
if (x*y*z*(x+y+z) == 1)
{ ns=ns+1;}
}
}
}
men

write("", "nombre de solutions : "-+string(ns)) ;

}

Nous voulons donc savoir, si dans le cas o ¢ = 1 mod4, il existe pg, a,b, c tels
que N, s’écrit sous la forme

N,=a.¢>+bq+c lorsque p > po. (1)
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Commencons par étudier le cas ot s = 1, p = 1 mod 4.

Si une telle formule existe, alors si [, = R lim [, = a.
p—00

A T'aide du programme nbresoll on trouve pour les 18 premiers nombres premiers

congrus a 1 modulo 4 :

Ny =24, s = 0,96

N13 = 136, l13 ~ 0,80
N17 = 228, l17 ~ 0, 79
Nag = T44, lyy = 0, 88
N3z = 1368, 37 ~ 0,99
Ny = 1620, 1y = 0,96
N53 = 2616, l53 ~ O, 93
Ng1 = 3624, Ig, ~ 0,97
N73 = 5076, l73 ~ O, 95
Ngg = 7668, lgg ~ O, 97
Ny = 9348, lg; ~ 0,99
Nioy = 10200, 101 =~ 0,99
N109 = 11848, llog ~ 0, 99
N113 = 12516, l113 ~ 0, 98
Nig7y = 18708, l137 = 0,99
Nig9 = 22008, 1149 ~ 0,99
Nigr = 24168, 1157 ~ 0, 98
N173 = 29256, l173 ~ 0, 98

Tout en oscillant, [, semble bien tendre vers a = 1 lorsque p tend vers +oo.

Etudions donc maintenant le comportement de r, =
existe, alors lim r, = 0.

P—00

s = —0, 2

T3~ —2, 54
A —3,59
rog R —3,34
r37 & —0, 03
ry ~ —1,49
53 ~ —3, 64
Te1 ~ —1759
ro3 R —3,47
rgg ~ —2, 84
Ty = —O, 63
101 ~ —0, 01
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T109 ~ —0,3

T3 ~ —2,24
37 =~ —O, 45
g ~ —1,2

157 =~ —3, 06
73 =~ —3, 89

On remarque que r, semble appartenir & l'intervalle [—4,0]. Cet intervalle est
beaucoup trop grand pour pouvoir estimer b et c.

Exemple 9.8 Voici maintenant un autre exemple de calcul de fibre de Milnor.
Soit Ny le nombre de solutions de I’équation

(E): Qx,y,2) =ayz(x +y+2)(x+2y+32) =1 dans F,°.

Ne pouvant pas appliquer le théoréme 9.4, nous utilisons cette fois-ci encore Sin-
gular pour trouver N, et en déduire si il existe des formules comme dans I'exzemple
9.7 :

Remarquons tout d’abord que I'arrangement A défini par le polynéme Q(z, y, 2)
est générique et admet une bonne réduction modulo p pour tout p premier distinct
de 2,3. Commencons donc nos calculs a partir de p = 5 et restreignons nous pour
commencer au cas ol s = 1.

On trouve :

Ny =11, Iy = 0,44
N; =27, I; = 0,55
Ny =65, Iy, ~ 0,54
N13 = 123, l13 ~ 0, 73
N17 = 227, l17 ~ 0, 79
ng = 291, l19 = 0,81
Ny3 =443, 13~ 0,84
Nag = 731, lyg = 0, 87
Nay = 920, Ig; ~ 0,96
N3y = 1227, l37 ~ 0, 90
Ny = 1640, l41 ~ 0, 98
Ny3 = 1683, 143~ 0,91
N47 = 2027, l47 ~ O, 92
Niz = 2603, Is3 ~ 0,93
N59 = 3251, l59 ~ O, 93
Ne1 = 3310, lg ~ 0,89
N67 = 4227, l67 ~ O, 94
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Npy = 4570, Iy ~ 0,91

Tout en oscillant, [, semble tendre vers a = 1 lorsque p tend vers +o0.
Nzg—p2

Etudions donc maintenant le comportement de r, =

rs = —2,8

rr = —3, 14
1~ —5, 09
ri3 ~ —3,54
7 =~ —3, 65
T19 =~ —3, 68
To3 =~ —3, 74
To9 = —37 79
r3 ~ —1,32
r3r ~ —3, 84
41 = —1

T43 =~ —3, 86
Ty7 = —37 87
T3 = —3, 87
Ts59 =~ —3, 89
Te1 ~ —6, 74
Ter ~ —3, 91
r = —67 63

On remarque que :

-1y, €[—4,-2,8] sip=>5,7,13,17,19, 23,29, 37,43,47,53, 59, 67.
— Il y a des sauts en p = 11, 31,41,61, 71.

A ce stade, on ne peut encore rien dire sur les valeurs de b et c.

10 Conclusion

La théorie générale nous dit en fait qu’il n’existe pas de polynéme en ¢ de
degré 2 permettant de calculer le nombre d’éléments de la fibre de Milnor d’un
arrangement de C* sur F, qui ne vérifie pas les hypothéses du théoréme 9.4. En
effet, nous avons pu constater que les coefficients b et ¢ ne sont pas constants mais
semblent varier selon les valeurs de ¢.

Cependant, il est possible d’aller un peu plus loin et d’étudier le comportement de
la fonction ¢ — |F(F,)| dans le cas d'un arrangement générique.
En effet, si A est un arrangement générique dans C3 défini par un polynome
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Q(z,y,z) € Zlx,y,z] homogene et ayant une bonne réduction modulo p, si on
note |A| = d alors on a d’aprés I'exemple 9.8 :

IM'(Q,q)| = ¢* — (d—1)g + (}").

Or, il existe une formule, qui est la formule de trace de Grothendieck, dont je n’ai
pas eu le temps d’étudier la démonstration dans ce mémoire, qui assure que pour
un tel arrangement générique 4 on a la formule suivante :

|F(F,)| = |M'(Q,q)| + €(q).q, avec e(q) € Q, |e(q)] < (d—1)(“}").

On peut donc en fait écrire |F'(F,)| sous la forme :

|F(F,)| = ¢ + b(q).q + c(q), ou b(q) et c(q) sont bornés indépendamment de ¢
(e. 3C1(d), Cold) | [b(g)] < Cr(d), le(g)] < Co(d)).

Ainsi, calculer la limite des r, lorsque ¢ est grand, revenait en fait 4 donner une
estimation sur des intervalles de la forme I; = [y, 84] tels que b(q) € 1.
Revenons donc sur les deux exemples précédents.

1. Dans I’exemple 9.7, on est en présence d’un arrangement générique composé
de quatre hyperplans. D’aprés la formule de trace, on a que
|F(Fy)| = ¢ — 3¢+ 3+ e(q)q-

Ainsi, on a trouvé que €(2) =0, €(q) = =1V ¢ = 3mod4, et que dans le cas
ou p=1mod4, b(p) semble appartenir & l'intervalle I, = [—4, 0].

On pourrait également tenter de comprendre le comportement de
2
e(p) = W lorsque p = 1mod4 en testant quelques valeurs :
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€(109) = 2,67
€(113) ~ 0,73
€(137) ~ 2,53
€(149) ~ 1,68
€(157) ~ —0,08
€(173) ~ —0,9

. Dans I'exemple 9.8, on est en présence d’un arrangement générique composé
de cing hyperplans.
D’apres la formule de trace, on a que |F(F,)| = ¢* — 4¢ 4+ 6 + €(q)q.

Np—(p*—4.p+6) __ Np—p?—6

Calculons donc €(p) = > =Py
e5)=0

() =0

e(11) = —1,636363...
€(13) = 0

e(17) = 0

€(19) =0

€(23) =0

€(29) =0

€(31) ~ 2, 483871
€(37) = 0

e(41) ~ 2, 853659
€(43) =0

€(47) = 0

€(53) = 0

€(59) = 0

e(61) =~ —2,8361
e(67) = 0

e(T1) =~ —2, 71831

Les résultats nous incitent & établir la proposition suivante :

Proposition 10.1 Soit p > 5 un nombre premier, ¢ = p°®, s € N*
Si g £ 1mod10, alors N, = ¢* —4q+6 = |M'(Q, q)|.

Démonstration :
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Soit A larrangement générique défini par le polynéme
Qz,y,2) = zyz(x +y + 2)(x + 2y + 32).
On a que le nombre R, de solutions de 'équation Q(z,y, 2) = 0 dans Ef’ est :

Ry = ¢*—|M(A)| = ¢ = x(4,9) = ¢* — (¢* = 5¢* + 10g— 6) = 5¢* — 10¢+-6.
Pour tout b € F,*, soit v, le nombre de solutions dans IF;3 de I’équation
(Ep) : xyz(x +y + 2)(z + 2y + 32) = b. Remarquons tout d’abord que les
solutions de (E,) sont dans F:* car les 3¢ — 3¢ + 1 éléments de F,°\F:?
vérifient Q(z,y,z) = 0.

Montrons que v, ne dépend pas de b. Autrement dit, montrons que le nombre
de solutions dans IF;?’ de l'équation E, est le méme quelque soit b € F,*.
Grace au théoréme 8.3, on sait que F,* est cyclique d’ordre ¢ — 1. Soit £ un
de ses générateurs.

Soit (x,y,z) € F;” une solution de I'équation (E).

Soit a € N*.

Comme F,* =< & >, il existe (2/,y,2') € F5.® tel que z = 2/¢%, y = y/¢,
et z = 2/¢% En remplacant dans I’équation (£) on trouve :
ryz(x+y+2)(x+2y+32) =1 = 2y (@' +y +2)(a' + 2y +32") = £
Or, 5 est premier donc 5Aq¢—1=1 < 54 ¢— 1.

De plus p # 2 donc g = p® est impair et 2|qg — 1.

Donconaque 5A¢—1=1< 101 ¢—1 < g # 1mod10.

Ainsi, lorsque ¢ # 1mod 10, £° est un générateur de F," et si b € F,*, on
peut trouver a tel que £ = b. On a donc :

(z,y,2) € F:* est solution de I'équation (E) = (a/,y,2) € F;’ est so-
lution de I'équation (Ej), ou o’ =& %z, y =& %y, 2/ =%z

Réciproquement,

(z,y,2) € F; est solution de I'équation (E,) = &ayz(z +y + 2)(z +
2y+32) =1
= (£,£%,€"2) € F;? est solution de 'équation (E).

Orily a |F,’| — Ry = ¢* — 5¢* +10g — 6 éléments dans F:* qui vérifient (E,)
pour un certain b € F "
Ainsi,

N, = q3_5q:_+110q—6 = ¢ — 4q + 6.
Il faudrait & présent tenter de comprendre qu’est-ce qui se passe lorsque
p = 1mod 10 en observant les valeurs de €(p).
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e(11) ~ —1,64
€(31) ~ 2,48
e(41) ~ 2,85
e(61) ~ —2,84
e(71) ~ —6,72
€(101) ~ —3,40
€(131) ~ —4,53
€(151) ~ 0,11
e(181) ~ 3,13
€(191) ~ 2,92

Enfin, on pourrait élargir tous nos tests aux cas ou s > 1, ce que nous n’avons
pas fait ici car le programme met énormément de temps a calculer le nombre
de solutions pour de grandes valeurs de ¢. Il y a donc énormément de travail a
fournir encore pour ce sujet, et beaucoup de questions ne sont pas résolues de nos
jours, notamment quant au comportement de la fonction €(q) qui reste encore trés
mystérieux.
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